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Uma Extensao do Teorema de Perron-Frobenius

An extension of the Perron-Frobenius theorem

ROBERT NICOL*

RESUMO: Partindo de um teorema bastante simples de Scheffold, um conjunto de condi¢oes
suficientes é encontrado para que o sistema pAp = Bp tenha uma solu¢gio comp >1ep >0,
onde A e B sio nxn matrizes positivas. E mostrado que tal sistema seria uma extensio do
sistema pAp = Ip para o qual o teorema de Perron-Frobenius é vélido.
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ABSTRACT: Starting from a rather simple theorem by Scheffold a set of sufficient conditions
is found for the system pAp = Bp to have a solution with p > 1 and p > 0, where A and B are
nxn positive matrices. It is shown that such a system would be an extension of the system
pAp = Ip for which the Perron-Frobenius theorem holds.
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E bem sabido que para um sistema de producio simples, uma série de resulta-
dos interessantes pode ser obtida para o esquema de Sraffa, tais como: uma taxa
de retomo positiva, precos positivos e uma relacdo inversa entre taxa de retomo e
taxa salarial (vide Schefold pp. 141-2). No entanto, ao tentarmos aplicar o esquema
para produgao conjunta, tais resultados nem sempre podem ser observados.

O presente trabalho tem por objetivo estender os resultados de producio sim-
ples para o caso de produgao conjunta, através de uma extensdo do conhecido
teorema de Perron-Frobenius para matrizes positivas {semi-positivas).

A estrutura do trabalho é bastante simples: partindo de um resultado de Sche-
fold para producdo conjunta, tenta-se ampliar o resultado original para aumentar
sua abrangéncia. Schefold em um de seus trabalhos {Schefold pp. 144-5), ao ana-
lisar o problema da produgio conjunta observou que se tivéssemos uma matriz A
de insumos e uma matriz B de produtos, correspondente a n setores “produtivos”,
“essenciais” e “separadamente produziveis” (os conceitos de “essencialidade” e de
“possibilidade de produg¢io isolada” sio de autoria de Schefold), entdo para esse
esquema os resultados mais importantes de Sraffa seriam validos. Em termos mais

* Escola de Administragiao de Empresas de Sio Paulo da Fundagio Getiilio Vargas. Sio Paulo/SP, Brasil.

384 - Revista de Economia Politica 39 (3), 1990 http://dx.doi.org/10.1590/0101-31571990-0538



concretos, valendo-se dos conceitos de “essencialidade” e de “possibilidade de pro-
dugio isolada”, Schefold demonstra que a matriz (B — A)~! de um tal sistema seria
positiva. Sendo positiva, os resultados desejados seguiriam facilmente, como pode-
mos ver a seguir.

Teorema (de Schefold):

Para um sistema produtivo tal que (B - A)~! > 0 existe uma taxa retorno posi-
tiva e para tal taxa existe um sistema de pregos positivo. Além do mais, existe o
sistema bdsico e, consequentemente, uma relacdo inversa entre a taxa de retorno e
a taxa salarial.

Demonstracao:
Seja (B—A)! > 0, entdo, forcosamente (B - A)'A > 0
portanto, consideremos M = (B — A)-1A onde M > 0
e a solugdo do sistema plp = Mp.

Sabemos pelo Teorema de Perron-Frobenius que para M > 0 temos uma solucao
tal que:
p>0

p>0.
Portanto plp = (B — A)1Ap tem solugao com
p>0

p>0
ou seja p(B—A)p = Ap ou

1+
p

tem solugdo do tipo desejado. Facamos R = (1 + p)/p. E claro que se p > 0, R sera
maior que 1 e, consequentemente, existird uma solu¢do para o sistema tal que:

p>0

R>1.

E também facil ver que para o mesmo p > 0, existe um vetor q > 0 tal que
gB = RqA o que quer dizer que existe o sistema bdasico e, consequentemente, uma
rela¢do (linear) inversa entre a taxa salarial e a taxa de lucro.
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Extensao do Resultado

Chamemos D = (B - A) tal que D' > 0 e de D > 0 de uma matriz de Schefold,
entao:

Teorema:

Seja uma matriz produtiva tal que

e
isto é, uma matriz para a qual todos os elementos da diagonal principal sdo posi-

tivos, enquanto os elementos restantes sao negativos. D é uma matriz de Schefold,
isto é, D71 > 0 e detD > 0.

Demonstragao:

Demonstraremos o resultado por indu¢ao para uma matriz Dy (4x4). A gene-
ralizagdo para o caso nxn é imediata.

O caso de uma matriz 1x1 é 6bvio.

Efetivamente seja D1 = [ (byy —aqq)] tal que o sistema seja produtivo. E ébvio
que detDq > 0 e que D' > 0.

Para o caso de uma matriz 2x2 teriamos:

Dy = [(bu — a11) (biz — a12):|

(b2 — az1) (b22 — az)

tal que (b11 —aqq) e (bay — apy) sdo positivos e,(b1y —aq2) e (by1 —ayq) sdo negati-
vos, €

(b11 — a11) + (b21 — az1)
(b2z — as2) + (biz — ai2)

$30 positivos, ja que o sistema é produtivo. A partir dessas condi¢oes, é facil veri-
ficar que | Dy | = (b1 —a11) (by2 —az2) — (bp1 —az1) (b1 — a12) é maior que zero,
e que

. 1 l: (b2z — aze) — (b2z — am)] >0

D = —
. l D2 ‘ (b21 — @21)  (bu — an)

Para demonstrar a validade da proposi¢ao para o caso de uma matriz 4x4,
admitamos que o teorema seja valido para o caso de uma matriz 3x3, e tente\mos
inicialmente mostrar que | D4 | > 0.
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Como

(b11 — a11) (biz — a12) ... (bise — aw)

(b2 — ag1)
Ds = (bsy — as1) etc.
(b41 — a41)
onde

(b11 — an1) > 0
(b1 — az1) < 0
(bs; — az1) < 0
(bs1 — an) < 0

e (by1 —au) + (bp; —apq) + (bs1 —ae) + (bu —au) > 0 ja que o sistema é produtivo,
é claro que

— (b21 — az1)
(b1y — au) > — (ba1 — az)
— (b — ay)

isto €, o termo da diagonal principal é maior, em termos absolutos, que os outros
termos da mesma coluna. Consequentemente vamos adicionar uma parcela da
primeira linha a segunda linha, uma parcela da primeira linha a terceira linha e,
finalmente, uma parcela da primeira linha a quarta linha, tal que

1>0,e,0 >0
b4+et+o<1

de forma a obtermos uma matriz do tipo

(b1 — a11) (b12 — a12) (b1s — a1s) (b1 — a1a)
0 (b2z — aiz2) + O(bi2 — aj2)
0 (be2 — a1ze) + e(biz — ai2)
0 (b22 — a122) + o(biz — a12) etc.

cujo determinante tera for¢osamente o mesmo valor (e sinal) que | Dy I.
Pode-se verificar que a submatriz 3x3, contida no canto de baixo (lado direito),
da matriz transformada, isto é

(bay — ag) + 6(byy — a55) (byg — agg) + 0(by5 — a;5) (byy — ayy) +.0(byy — ay,)
F=|(bgp — agy) + e(byy — ayp) (bgg — ag3) + e(byg — a;3) (bgy — agy) + e(byy — ayy)
(byp — agg) + a(byy — ay9) (byg — a43) + ol(byg — a55) (byy — a44) + albyy — 3y4)
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¢ uma matriz produtiva visto que as colunas tém soma positiva, ex.:

(bgy — agp) + 6(bys — a;9) + (bgy — ag0) + e(byo — a39) + (byy — a45) + o(byp —ay5) >0

com resultados semelhantes para as outras colunas, com a caracteristica adicional
de F ser do tipo

+~_,
F= - 4+ —
el

o que quer dizer que F! tem todos seus elementos > 0, e que | F | > 0 mas como
| Dyl =(by; —ay1) | Flentio | D4 | > 0. Para demonstrar o valor positivo dos
termos de Dy4’l; s6 temos que observar o sinal dos termos da matriz das menores
de Dy, isto é, o sinal dos termos de

B11 B2 P13 P14
Be1 B2z P23 B2a
B31 B3z B33 Bas
Ba1 Baz Bas Las

onde

(b2 — ags) (b2s — azs) (b2s — asa)
B11 = det | (bsz — as2) (bss — ass) (bss — ass)
(baz — a42) (bsg — ass) (bas — aa4)

com defini¢oes semelhantes para os outros
E evidente que 11 > 0, ja que os termos da matriz que lhe d4 origem sdo os
termos de uma matriz 3x3 produtiva do tipo

+_..._.
__+_
— -+

e, consequentemente, seu determinante é positivo.
Com relagido a

(b21 — a21) (b2s — ass) (b2s — asq)
Biz = det |(bs: — as1) (bss — as3) (bss — ass)
(bar — a41) (bas — a43) (bas — asq)

pode-se verificar que pela adicao de parcelas positivas da ultima linha as outras
duas linhas vamos obter um determinante de igual valor com a seguinte forma:

(b21 — az1) + 0(bs — a41) (bas — ag3) + 0(bss — ass) 0
(bs1 — as1) + e(bar — a41) (bss — ass) + e(bss — aas) 0
(byr — aa) (bss — a43) (bas — a44)
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onde0<6,E<1e0<6+ E<1equeé o determinante de uma matriz de termos
com sinais

— =0
— 4+ 0
- — +

que, claramente, tem determinante com sinal negativo, isto €, 312 < 0. De forma
semelhante, pode-se mostrar que

Biz > 0 B14 < 0821 < 0B22 > 0 etc.

Teorema:

Para as matrizes de Schefold, aplica-se o teorema de Schefold.

Demonstracdo: é 6bvia.

Consideremos, agora, um sistema produtivo de 4 setores, para o qual a matriz
(B — A) tem seus elementos da diagonal principal tal que

bii . b
> 1 e onde T = min
dii dii
bi; .
e os outros elementos 0 = —< T parai#j com pelo menos um elemento > 1.
)
Observacio: by
X
<2 .
Se todos os elementos ¥ = ay <T para i # j fossem menores do que 1, esta-

riamos considerando uma matriz de Schefold, para a qual ja vimos que existe uma
solugio.
b

} =V para i #j. Consequentemente 1 <V<T.

Admitamos que max % e
1)

Peguemos um valor (1 + s ) um “pouco” superior a V mas tal que

V<(l+s)<Te(l+s)=V+pu.ondep. >0 maspu. tendendo a zero. Conside-
remos a matriz [B — (1 + s) A]. Claramente

[B—(1+5s)A]=
7"11 bio bys by
——(1+9)) a; |—— A +9)] ap — (149} a4 —(1+s)}) ay
a9 19 243 A4
byy

—(1+5s)] ay
o1

etc.

nesta matriz, por construcdo, todos os elementos da diagonal principal sdo positi-
vos, enquanto todos os outros elementos sio negativos. Admitamos que esta matriz
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seja produtiva. Entdo [B — (1 + s) A] é uma matriz de Schefold, consequentemente
aplica-se o teorema de Schefold. Portanto existe uma solucdo para o sistema

Bp=p(1+s)Ap

tal que p> 1 e p > 0, existindo também a mercadoria-padrio para tal sistema. E
facil perceber que a solu¢do do sistema anterior, corresponde a encontrar um siste-
ma de precos positivos, tal que as taxas de retorno dos 4 setores sejam positivas e
iguais, isto é, corresponde a encontrar p > 0 tal que:

390

4

S [bu — (1 + s)aul ps

i

4
S (1 4+ s) aups
i

4
S [bz — (1 + s) ax] ps
1

4

S (1 + s) aaips

i

4
S [bsi — (1 + s)asi]lps
. ,

4
S (1 + s) asips
1

4 ,
3 [by — (1 4+ s) au] pi
i

4
S (1 + s) aups
i

€ pi = p2 = pa = ps = p

p1

=p2

:pg

“ = py

>0

Claramente, de qualquer um dos setores pode-se obter

4
3 [b — (1 45) ali] bi
i

4
S aupi (1 4 s)
i

4
S (bii — au) pr
1

=p= =p+s+ps.

4
S a1 pi
1
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0 que demonstra que para o problema Bp = AAp existe uma solugao tal que p > 0
eh=1+p+s+ps>0. Observacdo: ja que os pregos sao determinados de forma
relativa, podemos fazer com que sua soma totalize 1, isto é, = Pi = 1. Também
podemos ver que

_ (b — au) p1 + (biz — ai2) p2 + (bis — ai3) ps + (biu — au) ps
5 @i Pr + a2 P2 + Az Ps + A Pa

bu biz
— aupr+ {— — azpz+ ...
ain ai2 _
anpr+ azp2+ ... -
b; b: )
( 2 —1>01+( 2 —1>02+...
i aiz

ay Py
S ay ps
1

P

com 0; =

onde: 1> 61,62,0s,05, >0 e 36 =1, isto ¢, a taxa de retomo é uma média pondera-
da das taxas (fisicas) de retomo dos diversos produtos produzidos por cada um dos
setores. Consequentemente, podemos afirmar que:

b b;
min T 1 =p+s +ops = max 51
@i aij
isj

E facil ver, também, que o p > 0 encontrado para o sistema
Bp=(1+p+s+ps)Ap é o mesmo p > 0 que satisfaz o problema original

Bp = (1 + p)Ap.
Igualmente, pode-se ver que para [B — (1 + s) A] ser produtivo, a soma de
qualquer uma das colunas deve ser maior que zero, isto &,

(bii — (1 + s) ans) + (b2i — (1 + s) az) +
(bsi — (1 +s)as) + (bss — (1 +s)au) >0

ou seja.

3, by

3 A
Shi—(1+s)as) >0=> ———>(1+s) paratodosi=1...4
! ' San

i
Portanto, condigdes suficientes para a existéncia da solugdo procurada sdao que:

ii

A)

Aii

b
> 1 sendo min % } =T
Aii
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bis
B) 0< — <7 para i s j com, pelo menos, um desses elementos
aji

b; # ;
> 1, e com max =V
a; # g

S by
i

C) >V para todos j=1...4 (j& que podemos selecionar

aij
1
(1 + s) tdo “proximo” de V quanto quisermos). Observacio: esta condicao
corresponde a condi¢io de produtividade do sistema.
E, se lembrarmos que o teorema de Schefold diz existir uma solugdo para
qualquer sistema (A, B) positivo, produtivo, tal que:

ii

A) >1
aii
bi =
B) 0< <l1le,
ai # 3
3
Q) s > 1paraj=1...4 (condigdo de produtividade do sistema)
aiy

i

podemos sintetizar os resultados em um s6 teorema.

Teorema:

Para o sistema Bp =A Aponde A,B>0e

bii . bii
A) > 1 sendo que min =
aii aii
b: 5= ' by 5= 5
B) 0< j<Tsendomax N =Ve
a # 3 ai # j
3 by
" .
(&) > V isto corresponde a condigdo de produtividade (alterada)
1 . do sistema;

existe uma solu¢do paraa qual p> 0= p;=1e A > 1, sendo que existe a mercado-
ria-padrdo, e, ainda, V< A <T.

O Teorema anterior pode ser “extendido” um pouco mais, se observarmos que
para que exista uma solugdo como a desejada, ndo é necessario que a matriz trans-

392 Brazilian Journal of Political Econoy 10 (3), 1990 « pp. 384-396



formada [B — (1 + s) A] seja produtiva. Basta que exista uma matriz diagonal A,
com elementos positivos na diagonal principal tal que

A (B- (1 +5) A) seja produtiva para que a solugio desejada exista. Por qué? E
imediato:

3 Ai b M0

se

>V onde A = Az
S A as 0 ...
i

entdo existe a solucdo desejada para o sistema A (B — (1 + s) A). Mas a solu¢do
desse sistema é a mesma, em termos de precos e de taxa de retorno que a do siste-
ma [B — (1 + s) A], visto que a unica alteragdo produzida por A serd nos valores do
autovetor esquerdo, que nos dd a mercadoria-padrio.

Exemplos:

Primeiramente consideremos o sistema Bp = A Ap onde

321 21 4 05
A= 1241 B={2 321
112 t 1 8

Este sistema deve ter A > 1 e p > 0, além de gerar um sistema-padrao, visto

que
. by
by 7205 F=mip y=rey =4
C= |—| = 181 com bi;
& 114 V:maxg ! j}:z
a4 ¥ 5
e
bix 24
'2 ' =—=4>2
S ai 6
> bz 37
S T =529>2
2352 7
b 9.5
2hs _ 93 538502
S ai 4

Portanto, as condicdes A, B e C sdo satisfeitas e, consequentemente, deve exis-
tir uma solugao. De fato

p1 = 0.20776795
A= 337434268 ¢ 2 < A < 4 e ps = 0.13735972
p: = 0.65487234
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Consideremos, agora, o sistema composto por:

-

A=1|4 8 2 B= |2 10 2.1
101 3 9 0.75 300
22 10 6 20 11.7 303.1
1.125 1 1 by
c= |05 1.251.05 T = max = =1.125
0.9 0.75 100 iy
V=min{ “§=1,05
ai?ﬁj

Na forma em que se encontra, tal sistema nao é produtivo (para a producio
de 20 unidades do produto 1, sio consumidas 22 unidades do mesmo produto).
Mas, existe um A que pode transforma-lo em produtivo.

De fato

1000 90 10 10
A=1]1010 AB= ]2 10 2.1
0 01 9 0.75 300

101 20.7 312.1

80 10 10
AA =18 8 2
101 3

98 19 15

nesse sistema alterado

101 ,
= 1.0745 > 1.05
94
20.75
19
312.1

= 1.0921 > 1.05

= 20.8067 > 1.05

consequentemente as condigdes A, B e C sio satisfeitas. Conclusdo: deve existir um
A>1ep>0bem como um sistema-padrao para o sistema original:

A = 1.09991561 p1 = 0.003023
p2 = 0.664579
105 <A < 1.125 ps = 0.332397
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Seria possivel “melhorar” o Teorema, no sentido de diminuir as restrigdes
impostas (A, B e C), e mesmo assim obter uma taxa de retorno positiva, um sistema
de precos positivos e uma relagio inversa entre a taxa de retorno e a taxa salarial?

Resposta: é possivel, mas a um pre¢o — o de nio se obter todos esses resultados
desejados a0 mesmo tempo. Exemplo: podemos quebrar a condi¢do B, e ainda
encontrar alguns dos resultados desejados, como uma taxa de retorno positiva e
pregos positivos, mas nao a relacio inversa entre lucro e saldrios. Tomemos, por
exemplo, o sistema:

= B e B e B

2 2 5 14

para este sistema podemos ver que as condi¢des A e C sdo satisfeitas, mas ndo a
condi¢ado B, visto que

ii

T = min
a;i

b
} < V=max§ i;éj%

a # j

0 que ndo impede de se ter A> 1 e p > 0.De fatoh =4 e py = 2/3

P2 = 1/3
mas A ja ndo fica entre os limites estabelecidos e tampouco existe a mercadoria-
-padrio, bem como a relagdo inversa entre a taxa de retorno e a taxa salarial.. Para
se ver isto, basta completar o sistema da seguinte forma:

MAp + wl = Bp
onde

= (0.0 1) excedente = (3, 12) w = o (excedente)
0.99 ’

seja 0 = 0.1 (excedente) entdo w = 0.3 p1 + 1.2 py 0 que nos d4 o seguinte sistema:

1] fe 0.01 3 6] [p
A= [1 1] (p2> +03p 4+ 12p) <0.99> [2 8] <p2
cuja solugio é

A=48244 ¢ pi = 0.3890
pz = 0.6110
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Se compararmos este resultado com o primeiro obtido, veremos que:

1.° resultado 2.° resultado
w = 0% do excedente w = 10% do exced
A=4 A = 4.8244

isto é, o saldrio subiu, e a taxa de lucro aumentou!

Na realidade, pode-se demonstrar que para qualquer sistema produtivo 2x2
com (A, B) > 0, e para o qual

b1 b1z b1 ba1
>
C = A f1z ara o qual se observe Al d21
ba ba | PRROA bsz b
>
az1 as2 azz aie

existe uma transformagio T, tal que

1—0 a b
= [ ] onde 0 < 60 < min - i =
0 1 dg1 b22
eum A = A 0 onde A; >0e A2>0
0 A

tal que AT (B — (1 + s) A) é uma matriz de Schefold. Consequentemente para um
tal sistema existe A > 1 e p > 0, mas ndo necessariamente um sistema padrdo, como
acabamos de verificar.

Observacao final:

Chamamos o presente trabalho de uma extensiao do Teorema de Perron-Fro-
benius, o que vale uma justificativa. A razdo é bastante simples: para o Teorema
Perron-Frobenius (I — A) é uma matriz de Schefold, s6 que todos os elementos fora
da diagonal sio menores do que zero. No presente caso, (B — A) ndo tem necessa-
riamente todos estes elementos menores do que zero.
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